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Esercizio 1. A partire dell’equazione (3) possiamo ricavare gli operatori x e p:
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Calcoliamo (¢|z|1)) sapendo che
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cioe che al0) = 0, a|]1) =]0) e a'|0) = |1). Ne segue che
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Esercizio 2. Calcoliamo 'indeterminazione di = e p. L’indeterminazione di un’osservabile é definita

come

Az® = (2%) — (z)*

Gli operatori 22 e p? in termini di operatori di creazione e distruzione sono dati da

P = g (00 = g (@ o ).
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I = (0|a*+ a'® + aa’ + a'al0) = (0]a?|0) + (0]a'?|0) + (0]aa’|0) + (0]a’a|0) = 1.
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dove i vari contributi sono

IT = (0]a® + a™ + aa’ + a'a|1) = (0]a?1) + (0]a™|1) + (0]aa’|1) + (0|a’all) =0
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ITIT = (1|a® + a™ + aa’ + a'a|0) = (1]a*0) + (1]a™|0) + (1|aa’|0) + (1|aTa|0) =0
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IV = (1|a* + a™ + aa’ + a'al1) = (1]a®[1) + (1|a™|1) 4 (1]aa’|1) + (1]a'a|1) = 3.
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quindi I'indeterminazione su x ¢

Per quanto riguarda 'impulso si ha
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dove i vari contributi sono dati da

I=(0]a® + a™ — aa’ — a'a|0) = (0]a?|0) + (0]a™®|0) — (0]aa’|0) — (0]a'al0) = —1. (26)
0 0 1 0
IT = (0|a® + a' — aa' — a'a|l) = (0|a®|1) + (0]a'?|1) — (0]aa’|1) — (O]ata|l) =0 (27)
0 0 0 0
ITT = (1|a® + a'® — aa’ — a’a|0) = (1]a®|0) + (1]a®|0) — (1]aa’|0) — (1|a’a|0) =0 (28)
0 0 0 0
IV = (1|a®> 4+ a™ — aa' — a'a|1) = (1|a®|1) + (1]a'?1) — (1]aa'|1) — (1]a’all) = -3, (29)
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quindi I'indeterminazione su p é

h
AP = ) = () = muh = "% = T .

Vediamo infine che 9 ] ]
Ax?Ap® = EHQ > 710l [z, ] )P = 1712, (31)

quindi il principio d’indeterminazione di Heisenberg ¢é rispettato. Dato che lo stato [¢)) non & formato
solamente dallo stato fondamentale |0) abbiamo Ax?Ap® > h? /4.

Esercizio 3. Lo stato |¢) é una sovrapposizione di autostati di energia dell’hamiltoniana per ¢t < 0, e
la sua evoluzione temporale, per t < 0 ¢ quindi data da

) + o—tmnell ; ) 11). (32)

1)) = e_ﬁHt — e_EEot— 0
w(t) = ) ol
Notare che il fatto che la condizione iniziale sia data al tempo finale t = 0 non fa alcuna differenza.

Ne segue in particolare che la probabilita di risultati di una misura di energia non dipende dal valore del
tempo ¢t < 0, e quindi dopo la misura il sistema potra trovarsi in |0) o |1)con le rispettive probabilita

Poy = {0y (t))]* = (33)
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Esercizio 4. Le equazioni del moto di Heisenberg per gli operatori posizione ed impulso sono date da

de i b ool 2 2 o p? P
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% = —% [p, H| = —% [ ’2p_m + §mw2 (2* + a?) —mw%a} = —mw? (z — b) (36)

Possiamo risolvere il sistema di equazioni differenziali a partire da

dx

e —w*(x —b), (37)



la cui soluzione ¢
z(t) = cieos(wt) + cosin(wt) + b (38)
p(t) = ma'(t) = —mweisin(wt) + megweos(wt). (39)
Imponendo le condizioni iniziali (0) = z, p(0) = ps otteniamo
2(t) = (zy —b)cos(wt) + %m(m) +b (40)
p(t) = —mw (xs — b)sin(wt) + pscos(wt). (41)

Esercizio 5. Se la misura da come risultato £/ = %hw, dopo la misura il sistema si trova nello stato |0)
(stato fondamentale dell’hamiltoniana per ¢ < 0). Al tempo t = 0 esso si trova pertanto nello stato

|p(0)) = e~ 7%|0) (42)

dove ty < 0 ¢ il valore del tempo all’istante in cui viene fatta la misura dell’energia FE.
I valori medi di posizione ed impulso dal tempo t = t; fino al tempo ¢ = 0 non dipendono dal tempo
in quanto il sistema si trova in uno stato stazionario (autostato dell’energia) e sono dati da

{o@)|z]e(t)) = (p(®)[ple(t)) = 0, per ogni t <0. (43)

visto che i valori medi di posizione ed impulso in un autostato dell’hamiltoniana di oscillatore armonico
si annullano.

Per ¢ > 0 si puo utilizzare la soluzione del problema precedente, utilizzando la Eq. (43) come
condizione iniziale. Si ha

(0(0)]z()]e(0)) = (p(0)] (x5 — b) cos(wt) p; in(wt) + ble(0)) = b (1 — cos(wt)) (44)
(e(0)p®)]e(0)) = {p(0)] = mw (z; — b) sin(wt) + pscos(wt)|p(0)) = mwbsin(wt). (45)

Quindi per ¢ > 0 il sistema oscilla attorno al punto = = a.

Esercizio 6. Definiamo gli autostati delle due hamiltoniane al tempo t < 0 e t > 0 come

)= B (4 L
Hin) ngn Din t>0 (46)
Ho|n)o = 2 (n +)yn t<0.

Notare che lo spettro di autovalori € lo stesso nei due casi.
Inoltre definiamo 'operatore di traslazione T},

T), = e'k? (47)

che agisce su un autostato della posizione |z) come

Tylx) = |z — b) (48)
e sull’operatore posizione come
T aTy =z —b. (49)
La Eq. (49) implica che
Hy = T,HT). (50)
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Ma questo implica che

hw 1
Ty~ (n + 5) In) = TyHT, Ty|n) = HoTy|n) (51)

da cui segue immediatamente

[n)o = Tp|n). (52)

A questo punto applichiamo l'operatore di annichilazione a allo stato fondamentale del sistema a
t>0:

a0y = aT}/|0)o. (53)
Usando la Eq. 1 e la Eq. (52) abbiamo immediatamente che

[mw mw
Tyal0) = TyaT}|0) = (CH‘ b %> 00) = §|00>7 (54)

e quindi utilizzando 'Eq. (53)

— b/ "0y = by [T
al0) = by [ —=Ty[00) = by [ 10). (55)

Quindi lo stato |0) & autostato dell’operatore di distruzione relativo all’hamiltoniana H,.

Esercizio 7. Possiamo scrivere 'indeterminazione richiesta come

A%z (t) = o{0l(z — (2))*|0)o(t) = o0l (z(t) — {x(1))*))|0)o, (56)

dove il valor medio é calcolato nello stato fondamentale dell hamiltoniana al tempo t = 0, e nell’ultimo
passo abbia supposto che I'evoluzione temporale sia trattata alla heisenberg.
Osserviamo ora che operatore (x(t) — (z(t))) & (ovviamente) invariante per traslazioni, e quindi

o{01((t) — (2(1))*0)0 = o{0|T; (x(t) — (x(£))*T3[0)0 = (0](x(t) — {x(t))*|0), (57)

dove nell'ultimo passo abbiamo usato la Eq. (53). Ma lo stato |0) ¢ stazionario a ¢ > 0 (& un autostato
dell’hamiltoniana) e quindi il membro destro dell’equazione é manifestamente indipendente dal tempo.

Verifichiamo ora il risultato con il calcolo esplicito: utilizzando le espressioni trovate nell’esercizio
(4) abbiamo

(0(0)|22](0)) = ({(:135 — b)2cos? (wt) + : ”fE)QSinQ (wt) + b2 + 2(z5 — b)beos (wt) + (58)
Q%bsin (wt) + (25 — b)%cos (wt) sin (wt) + Tf;z} (5 — b)cos (wt) sin (wt)}>(59)
= (1 — cos (wt))? + % (60)

da cui
Az? = b*(1 — cos (wt))? + % —b*(1 — cos (wt))? = % (61)



