
Esame s
ritto di �si
a modernaTra

ia di soluzione25 Settembre 2012� (1) Cal
oliamo i valori medi per l'operatore posizione:hxi = h jxj i = Z 1�1  �(x)x (x)dx = r�� Z 1�1 xe��x2dx = 0 ; (1)in quanto integrale di funzioe dispari su un dominio pari, ehx2i = r�� Z 1�1 x2e��x2dx = r�� 12r ��3 = 12� ; (2)quindi l'indeterminazione �e �2x = hx2i � hxi2 = 1=(2�): (3)Analogamente pro
ediamo per l'operatore impulso,hpi = h jpj i = �i~ Z 1�1  �(x) ��x (x)dx = �i~r�� Z 1�1 hik0e��x2 � �xe��x2i dx = ~k0 ;(4)hp2i = h jp2j i = � � � = ~2(k20 + �2 ) ; (5)(vedere gli appunti per i passaggi intermedi) da 
ui�2p = hp2i � hpi2 = ~2�=2: (6)� (2) In rappresentazione di Heisenberg abbiamo 
he:dxdt = �i~ [x;H℄ = �i~ [x; p22m ℄ = pm ; (7)dpdt = �i~ [p;H℄ = �i~ [p; p22m ℄ = 0 ; (8)da 
ui p(t) = p(0) ; x(t) = x(0) + p(0)m t : (9)Poi
h�e l'impulso �e una 
ostante del moto, sia il suo valor medio 
he la sua indeterminazione si
onservano: hp(t)i = hp(0)i = ~k0 ; �2p(t) = �2p(0) = ~2�=2 : (10)Il valor medio della posizione ed il suo quadrato dipendono dal tempo 
omehx(t)i = hx(0)i+hp(0)i tm = ~k0tm ; hx2(t)i = h(x(0)+p(0) tm)2i = 12�+~2(k20+ �2 ) t2m2 ; (11)1



dove si �e fatto uso del fatto 
he, per un pa

hetto gaussiano,hx(0)p(0) + p(0)x(0)i = 2Rehx(0)p(0)i = hx(0)ihp(0)i: (12)Ne segue 
he al tempo t l'indeterminazione in posizione �e data da�2x(t) = hx2(t)i � hx(t)i2 = 12� + ~2�2 t2m2 : (13)� (3) La dipendenza temporale si pu�o determinare sviluppando lo stato su una base di autostatidell'hamiltoniana:  (x) = hxj i = Z dEhxjEihEj i : (14)Si ha  (x; t) = hxj ; ti = Z dEhxjEihEje�iHt=~j i = Z dEe�iEt=~hxjEihEj i : (15)Nel 
aso della parti
ella libera H = p22m e gli autostati dell'energia sono an
he autostatidell'impulso  (x; t) = Z dkhxjkihkje�iHt=~j i = Z dke�i~k2t=(2m)eikx ~ (k) ; (16)dove~ (k) = Z dxp2�e�ikx (x) = ��� �1=4 Z dxp2�e�ikxeik0xe��x2=2 = ��� �1=4 1p�e�(k�k0)2=(2�) (17)� (4) Possiamo ris
rivere l'espressione di  (x; t) ottenuta nel punto pre
edente 
ome (x; t) = � 1���1=4 Z dke�i~k2t=(2m)eikxe�(k�k0)2=(2�): (18)Cambiando variabile d'integrazione k ! k + k0 si trova (x; t) = ��� �1=4 1p�eik0x Z dke�i~(k+k0)2t=(2m)eikxe�k2=(2�)= ��� �1=4 1p�eik0xe�i~k20t=(2m) Z dkeik(x�~k0t=m)e�(1+i~t�=m)k2=(2�): (19)Confrontando questa espressione 
on la sua forma quando t = 0 (x) = ��� �1=4 1p�eik0x Z dkeikxe�k2=(2�) (20)si vede immediatamente 
he�(t) = ~k20t=(2m) ; z(t) = (1 + i~t�=m) : (21)2



� (5) La densit�a di probabilit�a per una misura di posizione �e data daP(x; t) = jhxj ; tij2 = j (x; t)j2 = r ��jz(t)j2 e��x(t)2=jz(t)j2 ; (22)ed �e quindi una gaussiana, la 
ui semilarghezza al tempo t = 0 d�a l'indeterminazione di unamisura Eq. (3). Ma la larghezza della gaussiana Eq. (22) al tempo t �e �jz(t)j2 , da 
ui segueimmediatamente 
he al tempo t l'indeterminazione �e data da�2x(t) = jz(t)j22� = 12� + ~2�2 t2m2 ; (23)
he 
oin
ide 
on il risultato trovato al punto (2).� (6) L'equazione di S
hr�odinger impli
a 
hei~ ��t j (t)i = Hj (t)i; (24)per 
ui h (t)ji~ ��t j (t)i = h (t)jHj (t):i (25)Usando la forma espli
ita dell'hamiltoniana di parti
ella libera H = p22m si hah ; tji~ ��t j ; ti = 12mh ; tjp2j ; ti (26)e quindi, ri
ordando la Eq. (5),h (t)ji~ ��t j (t)i = ~2(k20 + �=2)2m : (27)� (7) Al tempo t = 0 la densit�a di probabilit�a di posizione Eq. (22) nel limite diventa una gaus-siana in�nitamnte stretta, ma di 
ui si preserva la normalizzazione. Pertanto, l'indeterminazionedi una misura di posizione tende a zero. Questo signi�
a 
he nel limitelim�!1P(x; 0) = lim�!1r�� e��x2 = Æ(x) : (28)A qualunque altro tempo t si trovalim�!1P(x; t) = lim�!1r ��(1 + (~t�=m)2)e��x(t)2=(1+(~t�=m)2) = 0 ; (se t 6= 0) ; (29)
io�e la probabilit�a di posizione �e nulla dappertutto, ossia l'indeterminazione di posizione diventain�nita, 
oerentemente 
on la Eq.(13). Possiamo 
apire questo 
ome 
onseguenza del prin
ipiodi indeterminazione: al tempo t = 0 poi
h�e l'indeterminazione in posizione �e nulla, l'impulsoha indeterminazione in�nita �p(t = 0) = 1. Ne segue 
he a qualunque tempo t > 0 lo statosi sparpaglia in tutto lo spazio e diventa 
ompletamente indeterminato in posizione.3


