Soluzione dell’esame di FISICA QUANTISTICA del 19 settembre 2022

(1)

Data la funzione d’onda

(ahp) = N(e™or 4 emhom)es, (1)
il valor medio di una misura di posizione ¢ dato da
+o0 +oo
Wialv) = [ (wleloalo)de = [ alialu) Pz
—o0 —o0
+oo 5
= / x| N[2e=22* 4 cos? (kox)dx = 0, (2)

dove si ¢ usato che . 4
|etkor 4 e=thow|2 — 4 cos? (ko).

Il risultato dell’integrale ¢ 0 per motivi di parita: e~ 2" 4 cos (kox)2 ¢ pari, mentre x & dispari. La funzione integranda e
quindi dispari ed, integrata in un intervallo simmetrico, da 0.

(2)

Il valor medio di una misura d’impulso ¢ dato da

+oo +oo d

wildy = [ Wl lalploide = [ @) (-ib g )wtn) =0, ®)

—00 —

11 risultato & 0 di nuovo per ragioni di parita: ¢*(x) & pari, mentre la derivata (%)w(x) ¢ dispari.

3)

Le equazioni di Heisenberg sono:

de 1 i1 P
— =_[H,z] = ——[p*, 2] = — 4
dp 1 i
— =—[H,p| == = —K.
g = ppl = gale,pl = - ()
La soluzione per 'impulso ¢ quindi
p(t) = p(0) — st (6)
che, sostituita nell’equazione della posizione, da
dz _p(0) kt
a  m m’
che ha come soluzione (0)
p )
t) =x(0 —t - —1". 7
o(t) = 2(0) + 20t - 7)

(4)
Per ottener i valori medi per una misura di posizione ed impulso a tutti i tempi ¢ bisogna usare i risultati dei punti
precedenti. Quindi si ottiene

t K K
1)) = (2(0)) + —(p(0)) — —1* = ——¢2

(w(0)) = (2(0)) + = (p(0)) — g t? = 2,

(p(t)) = (p(0)) — Kt = —~t, (®)
dove si sono anche usati i risultati di eq. (2) e eq. (3).
()

Se A = 0 la funzione d’onda diventa _ _
ikgxh _ ikgzh
h

Y(x)=N(e " +e

Sapendo che le autofunzioni dell’impulso sono

—_



possiamo riscrivere lo come

1
= —(lko) + | — ko). 9
[¥) = 75(ko) + | = ko)) ©
Una misura di impulso ha dunque due possibili risultati, p; = koh e po = —koh, entrambi con probabilita 1/2. Se il

risultato della misura fosse p;, avrei che p; sarebbe il valor medio a ¢t = 0 e viceversa se il risultato della misura fosse ps.
Ad un tempo ¢ > 0, usando eq. (6), si ottiene

(p1.2(t)) = p1.o — Kt = £koh — k.

(6)
Vedere paragrafi 5.3.1 e 5.3.2 del libro di testo.

(7)
La funzione d’onda al tempo ¢ = 0 nella base degli impulsi si ottiene come trasformata di Fourier della funzione d’onda
nella base delle posizioni:

—ipx

1 foo
Vi) = = / dae ()

1 Foo 2 . pT 2 - px
— N dw[e—km +i(kox—E2) _|_e—>\z —z(koz+7)]. (10)
vV 27Th /—oo

Sapendo che

+o0 9 2—2
/ dpe " ThT — \/E\/EXA (11)

troviamo, usando che 8 = i(ko F %),

N T (ko—p/1)? (kg+p/h)?
= —/— | e ax + e E2N . 12
V() Vi 27rh\/: ( > (12)

La funzione 9 (p) & integrabile tra —co e oo e quindi & normalizzabile in senso proprio: rappresenta infatti un pacchetto
d’onde gaussiano. Il valore di N si calcola imponendo che

/_ T @) =1, (13)

da cui si ricava che )
)\1/4 il
N = A (14)

.2
(27T)1/4 V1+ e%

(8)
Dobbiamo calcolare (1)|A2%z(t)[1)), dove

A?r = (Ax)? = (z — (2))2 (15)

Usando i risultati dei punti precedenti sappiamo che

Ax(t) = z(t) — (z(t)) = —g—i + Z%t + x(0) — (—gi + %—O»t + (x(O)}) (16)
_ Ap(O)% + Ax(0). (17)

Quindi abbiamo che
A2z(t) = (Ap(O);L + A:c(O))2 = A2p(0);—22 + A%z(0) + %(Ap(O)Ax(O) + Ax(O)Ap(O)). (18)

Quando calcoliamo il valor medio l'ultimo termine si annulla per quanto detto nel suggerimento. In conclusione troviamo

che
2

(A%x(t)) = <A2p(0)># + (A%2(0)). (19)
9)

L’equazione agli autovalori &

(p|H[¢) = E(plY), (20)



cioe )
dye(p) 1 .p

b elg — Ele(D). (1)

La soluzione di questa equazione differenziale puo essere ottenuta per separazione di variabili ed ¢

. 3
¥i(p) = Nerslén=Er) (22)

La normalizzazione & impropria, in quanto lo spettro di valori di energia & continuo. La condizione & (¢Yg|tg) = 6(E — E'),
da cui si ottiene che la costante di normalizzazione N vale

1
N = . 23
V2rhk (23)
(10)
Per verificare se I'operatore D sia conservato o meno dobbiamo calcolare
»?
[D,H] = xp—i—px,%—i—m: . (24)
Calcolando il primo termine abbiamo che
[zp, p°] = [2p, plp + plep, p] = [z, plp? + 2lpsPlp + pla, plp + palpap] = 2ilp®. (25)
Calcolando analogamente gli altri termini troviamo
[p, p?] = 2ihp?, (26)
[zp, x] = —ihz, (27)
[pz,z] = —ihx (28)
e mettendo tutto insieme si trova )
(D, H] = 2ih (—m: + p) . (29)
m

Quindi loperatore D non & conservato Questoe quanto che ci aspettiamo, poichéDe il generatore delle dilatazioni (a meno
di un fattore costante), che non sono una simmetria dell’hamiltoniana. Infatti una dilatazione trasforma xz — 2’ = ax e
p—p =p/aequindi H # H.

(11)

Dobbiamo calcolare (¢'|A2x|¢)’) con [¢') = eAP|y)). Troviamo

. . , 2 .
(WA%]) = (e~ PA%ee Ply) = (BlemP (2 — (W lol')) e*Ply). (30)
Innanzitutto abbiamo che
(W' |ole") = (ple™ P ueP ) = (|2 |¥), (31)

dove ' = ax = (1 4+ 2h\)z, essendo D/(2h) il generatore delle dilatazioni (osservare che hA & adimensionale in quanto A ha
dimensioni inverse di posizione per impulso).
Inoltre si ha che

o—iAD (x _ <w‘m/‘w>>2ei)\D — o—iAD (x _ <,¢|$/|w>)ei>\De—iAD (x _ <¢\$/|¢>>€MD _ (32)
= (o~ @la'he)) = (14 200 (= — (lafo)) (33)

Quindi troviamo
(W1A%2]y") = (14 2h0)* (| A%z|y). (34)



