Soluzione dell’esame di FISICA QUANTISTICA 1
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del 23 gennaio 2025

Partiamo con il caso A=1 e B=0. In questo caso avremo che il valore medio dell’operatore
impulso p nello stato [¢) &, introducendo una risoluzione dell’identita in p:
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dove abbiamo utilizzato il cambio di variabile p’ = %, il fatto che nella seconda riga il
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primo integrale si annulla in quanto integrale di funzione dispari su dominio pari, e la soluzione
dell’integrale di Gauss.
11 valore medio dell’operatore p? risulta invece:
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L’indeterminazione in p & pertanto:
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Il caso A=0 e B=1 pud essere calcolato ripetendo la stessa procedura oppure notando che lo
stato |¢) & il medesimo del caso precedente mandando py — —pg. Seguono:
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Il valore medio dell’operatore posizione per il caso A=1 e B=0 si ottiene allo stesso modo,
ricordando che sugli autostati di impulso l'azione di Z e iha%:
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perche si tratta ancora di integranda dispari su dominio pari.
11 valore medio di 32 &:
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L’indeterminazione in & € pertanto:
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Ancora una volta, il caso A=0 e B=1 pu0 essere ricavato mandando pg — —pg nel calcolo. I
risultati di (1|2[1) e A%% non cambiano.

Si pud osservare (non richiesto) che in entrambi i casi A22A?p = %, percio gli stati considerati
sono di minima indeterminazione.

In questo caso consideriamo lo stato 1)) = Ali1) + Blis), e percid abbiamo che:

(Wlpl) = [APP (W1 1plen) + | B* (W2lpliba) + AB*(haplior) + A* B¢ [ple2) (8)
Abbiamo gia calcolato (11 2|p|11,2) nei punti precedenti. Calcoliamo:
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Poiche sia nel caso A = % = B che A= % = —B abbiamo |A|? = |B|? = 1 rimaniamo con:
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Secondo la definizione di densita di probabilita, e mantenendo la stessa notazione con A e B
generici:

dP(0) = [¥(0)]* = [AP41(0)]* + |BI*|12(0)]* + AB*¥3(0)31(0) + A*Bi(0)¢h2(0) (1)

Possiamo calcolare
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e poiche nei due casi in esame abbiamo |A|? = |B|?> = 1 e AB* = A*B = £, troviamo:
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e percio rispettivamente:
dP(0) = ie’é e dP(0) =0 (14)
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Il modo piu veloce per calcolare il valore medio di p ad ogni tempo t & approcciare il problema
secondo il formalismo di Heinseberg. Vale:

Sou(0) = - 1p, H) = - [p ] = (15)

La soluzione dell’equazione differenziale & banale:

pu(t) =pu(0) — st = (Pu)(t) = (Pu)(0) — Kkt = —kt (16)
perche in entrambi i casi (pg)(0) = (Y|p|y) = 0.
Pagine 75-76, sezione 4.3.3 del libro di testo.
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Risolviamo ’equazione agli autovalori di energia:

2
(& +ineg ) osts) = Evetr) a7)

con Yg(p) = (p|E) autofunzioni di energia. Integrando esplicitamente 1'equazione differenziale

in p troviamo che: ,
v = Newp |1 (L~ £p)| (19)

La costante di normalizzazione N si trova imponendo la normalizzazione impropria (E'|E) =
d(F — E’) e usando la rappresentazione integrale della delta di Dirac. 1l risultato &:
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La densita di probabilita di misurare ’energia Fy per t=0 ¢, nei due casi A = % =4B:
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Subito dopo la misura di energia, il sistema si trova in |Eg), e percio la funzione d’onda richiesta
¢ la soluzione della domanda (7) con Ej al posto di E:
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Possiamo utilizzare le soluzioni trovate alle domande (1) e (2) per rispondere a questa domanda.
Per A=1 e B=0 avevamo (¢|p?|¢)) = p§ + $ e (¥|2[¢) = 0. Segue che:
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L’operatore di evoluzione temporale é:
S(t,0) = exp i(ﬁ + ki) (25)
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Sfruttando il suggerimento, utilizziamo la formula di Baker-Campbell-Hausdorff con A = 22’21 N
b
¢ B= i}f Poich? vale [p?, 2] = —2ikp, abbiamo:
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Applicando la formula, abbiamo quindi
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L’operatore applicato sullo stato |p’), che ha funzione d’onda {p|p’) = §(p — p’) nello spazio degli
impulsi, & percio:
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(11) Possiamo utilizzare quanto trovato al punto precedente. Per A=1 e B=0:
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dove nella terza riga abbiamo omesso la fase arbitraria exp[— ;::;], introducendo un fattore di
fase arbitrario dipendente dal tempo, tale che |N(¢)|?> = 1. A questo punto si pud osservare che

I'operatore esponenziale della derivata di p realizza la traslazione:
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In alternativa, un procedimento meno intuitivo porta allo stesso risultato, introducendo una
risoluzione d’identita negli autostati di energia e riconoscendo un traslazione di st nell’impulso.
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dove abbiamo usato che le autofunzioni di energia (p|E) e (p+ kt|E) hanno la stessa costante di
normalizzazione. A meno di una fase arbitraria dipendente dal tempo, questo risultato coincide
con il precedente.



