Soluzione all’esame di FISICA QUANTISTICA I
del 22 giugno 2026

(1) La densita di probabilita di trovare un certo p ¢ data dal modulo quadro della funzione d’onda
nella base degli impulsi ¥(p), valutata con p = p.

(p—p0)2> . (1)

[¥(P)]* = N? exp <_2A2p

La costante di normalizzazione ¢

[ vk = s =1 = v = (o ) e

— 00 27TA2p

(2) Subito dopo la misura il sistema si trova nell’autostato di impulso [1)(—ty + €)) = |p), per cui la
funzione d’onda associata nella base delle posizioni &

Tt + ) = (alp) =~ oxn (7). ®)

Essendo un autostato di impulso, la funzione d’onda & normalizzata in senso improprio secondo

(plp"y =d(p—p') . (4)

Equivalentemente si puo scrivere I’autostato come |k), con p = hk. In tal caso la condizione di
normalizzazione &

(k|K") = o(k — ) (5)

e la funzione d’onda ¢

P(—to +€) = (z|k) = exp (ikz) . (6)
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(3) Introduciamo l'operatore di evoluzione temporale per ¢ < 0:

A i 1 . p2
Si(—tg,0) = e~ w1t — =idmmto (7)
Dato che il sistema subito dopo la misura si trova in un autostato di impulso, possiamo facilmente
ricavare la funzione d’onda al tempo t=0 come:
=2

5(0.0) = (elSu (10,010 + ) = (ele” 55 p) —exp iz

tO) E(Ia —to + 6) ) (8)

con (x, —ty + €) determinata al punto precedente.

(4) Per 0 <t <ty 'hamiltoniana & un oscillatore armonico centrato in & = 0, con spettro

1
En:hw(n+2) n=20,1,2,... (9)



Al tempo ¢t = +e successivo alla misura il sistema si trova quindi nell’autostato di energia
fondamentale: |1)(+€)) = |0). L’autofunzione associata nella base delle posizioni é:

ola+) = (o) = (o10) = (2) " exp (~2) . (10)

La densita di probabilita richiesta ¢ il modulo quadro della proiezione dello stato [¢/(0)) in cui
si trova il sistema prima della misura sull’autostato |0) associato all’autovalore risultato della
misura:
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— JrOO —
Ol () = ‘/_ dx (Eolx)(x[¢(0))

Foo mw\ 1 mw o 1 D ipx ?
= ‘/Oo dx (E) exp (—ﬁx ) e exp (—’Ltht()) exp (h)‘ . (1)

L’integrale dato coincide con la trasformata di Fourier della funzione d’onda di stato fondamentale
per 'atomo di idrogeno e si ha quindi:

— 1 mw\ 1 P2 o mw 1px 2
2 _ |+ (hw _ _hw o WL
[{0]2p(0))|* = ‘\/T ( ) exp ( ZQm t0> / dx exp ( 5 7+ (12)
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dove nell’'ultima riga & stata utilizzata la formula dell'integrale gaussiano dopo aver completato

; 2’mw | WP mw (.2  2ip B \2 P
il quadrato a esponente secondo —#5¢« + 5P = — 2 (32 — =Ly 4 (SL2)2) — P

Il risultato si puo anche trovare senza fare alcun calcolo, osservando che la funzione d’onda di
stato fondamentale per 1'oscillatore armonico € una gaussiana, e ricordando che la trasformata di
Fourier di una gaussiana di larghezza 4A%x ¢ una gaussiana di larghezza 4A%p, con A%z e A%p

. . . . . . . . 2
legati dalla relazione di minima indeterminazione A2xA2p = %.

Pagine 88-90, sezione 5.2.6 del libro di testo.

Tra t = 4+ e t =ty il sistema ¢ evoluto nel tempo secondo ’hamiltoniana di oscillatore armonico
H,, rimanendo nello stato fondamentale |0) a meno di una fase globale. Per tempi immediata-
mente successivi, la nuova hamiltoniana si puo scrivere come hamiltoniana di oscillatore armonico,
rispetto ad una coordinata traslata xPrimo, a meno di una costante additiva:

0 -2 -2 22
; p 1 2.2 . p 1 o (.2, 2eE p 1 2.2 €F
Hs = — + —mw*z ekt = —+ —mw” (2 T =—+4+-mwz— ——= 13
3 2m+2 Wi 2m+2 +mw2 2m+2 2mw2’< )
con &' = & + eE/mw?. L’autostato |0) dell’hamiltoniana H, & una sovrapposizione di tutti gli
infiniti autostati della nuova hamiltoniana Hj, e pertanto i possibili risultati di una misura di
energia sono i nuovi autovalori di energia:

1 e? B2
EnE:hw(nE+2>—W ng=0,1,2,... (14)
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Osserviamo che le due hamiltoniane sono legate da una traslazione e da una costante additiva.
La traslazione ¢ una trasformazione unitaria, e dunque le due hamiltoniane sono unitariamente
equivalenti, a meno della costante additiva data. A meno di questa costante additiva hanno
quindi lo stesso spettro di autovalori, mentre le autofunzioni sono legate dalla trasformazione
unitaria.

Introduciamo dunque 'operatore unitario di traslazione con le seguenti proprieta:

T = P/ Iyt =17, (15)
¥ =Tlils =20, Ts|z) = |z — 6) , (z|T5 = (x + 4] . (16)
Abbiamo quindi
; - e2E?
Hy = T{HT5 — o — (17)
. . ek
identificando 6 = ———. Segue che:
mw

Hyln) = E,|n) —
A 2 7 At gy gy CETN (o
E, (T5 |n>) = Tf Hyln) = T} By T3 T |n) = (H3 + W) <T5 \n>) —

15 (Tfin)) = Eu, (Ti)) - (18)

dove nell’ultimo passaggio abbiamo utilizzato la definizione di E,, , trovata al punto (7). Possiamo
quindi identificare:

2172
_ _ b
Ing) =T5|n) , Enp = En — Il (19)
e l'operatore T richiesto &:
Pt ot = iy
T=T = TfeE/mw2 =e "mmw?P | (20)
dove ovviamente nella base delle coordinate (x|p|y) = fi% (z).
Le definizioni degli operatori di distruzione sono:
R mw (. ip . mw (., P
frnd R — _— = —_ — :>
“ V' 2h (m+ mw) e 2h (:v * mw>
Fe
ap =a+« con o = 21
2hmw3 (21)
Segue:
apl0) = (a+a)|0) = al0) (22)

percio |0) & autostato di ag con autovalore a.

Poiche il sistema si trova in |1)(tg + €)) = |0) la probabilitd richiesta & P(E,,) = |(ng|0)|*.
La soluzione pud essere trovata esprimendo |ng) come azione ripetuta del relativo operatore di
creazione:
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=T (0p|0)* (23)

(ap)"

Vn!

P(Eyy) = |(ng|0)? = ]<0E| 0)




(11

dove nell’ultimo passaggio abbiamo utilizzato |0) = 0. La quantita (0g|0) puo essere calcolata
tramite formula dell’integrale gaussiano, sfruttando ¢, (z) = (2|0g) = ¥o(z — §) e completando
il quadrato ad esponente:

“+oo
(0:]0) = / d (05| (|0 =

oo [mw mw 9 MW o 52 2
kg Bt P — g~mwd /A _ —a®/2 24
/_:: de wh exp( 2h (z=9) on " ) ¢ ¢ (24)

Segue immediatamente che

a2n 5

L_emo® (25)

Un metodo alternativo ma ugualmente valido prevede 1'utilizzo esplicito dell’operatore di traslazione:

e (122 ) o

dove abbiamo introdotto la definizione di p in termini di operatori di creazione e distruzione
D= —i4/ hmTw (d — &T). Per identita di BCH abbiamo:
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P(E,,) = [ngl0)? = | nlZil0)| = = |(n] exp (aa’ — aa) [0)["  (26)

eadf—ad _ ea&fe—adef%[a&]‘,*ad] _ eadTe—ade—o‘TQ 7 (27)
avendo utilizzato la relazione [dT, EL] = —1. Segue:
—a? aal —aa 2 —a? aal 2
P(Epy) = e [(nle®® eo2(0)| = e~ [(n]e>']0)| =
2
2| (aah)™ 2 ()™ o
e | (n] 0)] =e™ | (nlm)| = —-e™® (28)
| A/ |
m=0 me m=0 m!
) La probabilita & costante nel tempo, infatti:
’I’LE7 ‘ nE|S3 tO’ >’ = ‘<nE|e ﬁHS(t to)‘0>‘ =
2
ek Ee ) g 0) = [(npl0)]? - (29)



